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34 最大・最小（微分法） 

291 

(1) 

 ( ) ( ) 1log3log1loglog 2
3

2
3

2
3

2 +-=+-= xxxxy  ( )41 ££ x  

ここで， tx =2log とおくと， 133 +-= tty  

また， 41 ££ x より， 20 ££ t  

 よって， 20 ££ t における 133 +-= tty の最大値，最小値と与式のそれが一致する。 

 ( )( )11333 2 -+=-=¢ ttty より， 133 +-= tty の増減は次表のようになる。 

  

-¯
+-+¢

-

13
00
11

y
y
t 

 

 これと， 0=t で 1=y ， 2=t で 3=y より， 

20 ££ t において， 2=t で最大値 3， 1=t で最小値 1- をとる。 

 ゆえに， ( ) ( ) 1log3log1loglog 2
3

2
3

2
3

2 +-=+-= xxxxy  ( )41 ££ x は 

 4=x で最大値 3， 2=x で最小値 1- をとる。 

 

t

y

O

y = t3 - 3t + 1 

1 

- 1 

3 

- 1 2 

1 
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(2) 

（ア） 

 
xx

xxxxt
cossin21

coscossin2sin 222

+=
++=

　
 

 より，
2

1cossin
2 -

=
txx  ・・・（答） 

 ( )( )
( )( )xxxx

xxxxxx

xxy

cossin1cossin
coscossinsincossin

cossin
22

33

-+=
+-+=

+=

　

　  

 これに txx =+ cossin ，
2

1cossin
2 -

=
txx を代入することにより，

2
3 3tty -

=  ・・・（答） 

（イ） 

 ÷
ø
ö

ç
è
æ +=+=

4
sin2cossin pxxxt  ・・・① 

 これと， p20 ££ x より， 22 ££- t  

 
2

3 3tty -
= の 22 ££- t における最大値，最小値と与式のそれが一致するから， 

 
2

3 3tty -
= の増減を調べると，

( ) ( )( )11
2
3

2
13 2

-+-=
-

=¢ ttty より， 

その増減は次表のようになる。 

¯-¯
-+-¢

-

11
00
11

y
y
t 

 

 これと， 2-=t で
2
2

-=y ， 2=t で
2
2

=y より， 

 22 ££- t において， 1=t で最大値 1， 1-=t で最小値 1- とる。 
 また，①より， 

 1=t のとき 

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

4
sin21 px ( )p20 ££ x より，

4
2,

4
,

44
pppppp

+-=+x  pp 2,
2

,0=\ x  

 1-=t のとき 

÷
ø
ö

ç
è
æ +=-

4
sin21 px ( )p20 ££ x より，

4
2,

44
ppppp

-+=+x  pp
2
3,=\ x  

 よって， pp 2,
2

,0=x で最大値 1， pp
2
3,=x で最小値 1- をとる。 
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292 

(1) 

 放物線は軸に関して対称であることと， ( ) 936 22 +--=+-= xxxy より， 3=x が軸であ

ることから，横の長さは ( )a-32 である。 

 これと，高さが aa 62 +- より， ( ) ( )( )aaaaS 632 2 +--=  ( ) aaaaS 36182 23 +-=\  

(2) 

 ( ) ( )66636366 22 +-=+-=¢ aaaaaS  

 0662 =+- aa の解は 33 ±=a  
 よって， ( )aS の増減は次表のようになる。 

 ( )
( ) 00

0
3330

¯
-+¢

-

極大aS
aS
a 

 

 ゆえに， ( )aS は 33 -=a で最大となる。 
 また， ( )aS のグラフは下図のようになる。 

 

 

a

S a( )  

O 3 - 3√  

12 3√  

3 
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293 

(1) 

 ( ) ( )axxaxxxf 2363 2 +=+=¢ ， 10 << a より， ( )xf の増減は次表のようになる。 

  ( )
( ) ¯

+-+¢
-

極小極大xf
xf

ax
00
02 

 

 よって，極大値は ( ) baaf +=- 342 ，極小値は ( ) bf =0  

(2) 

 (1)の増減表より， 

最大値 1 をとるのは ( ) baaf +=- 342 と ( ) 131 ++= baf が， 
最小値 5- をとるのは ( ) bf =0 または ( ) 8122 -+=- baf が考えられる。 

 最大値について 

  
( ) ( )

( )( )2
3

121

13412

+-=

--=--

aa

aafaf

　　　　　　
 

  これと， 10 << a より， 

( ) ( ) ( )( ) 012112 2 <+-=-- aafaf  
よって， ( ) 131 ++= baf が最大値 1 をとる。 

ゆえに， 113 =++ ba より， ab 3-=  ・・・① 

最小値について 
  ( ) bf =0 が最小値 5- をとるとすると， 5-=b  

  これと①より， 1
3
5
>=a  

  10 << a だから，不適 
( ) 8122 -+=- baf が最小値 5- をとるとすると， 

①より， ( ) 898122 -=-+=- abaf だから， 589 -=-a  

よって，
3
1

=a  

  これは 10 << a を満たす。 

  また，このとき，①より， 1-=b  

 以上より， 1,
3
1

-== ba  
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294 

(1) 

 

( )

( ) ( )axax

axaxxf

2
3
1

3
2

3
1

2

323

-+=

--=

　　

 

 より， 
ax 2< で ( ) 0<xf ， ax 2³ で ( ) 0³xf  

よって， ( ) ( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

³
<-

=
axxf
axxf

xf
2
2

　　　

　　
 ・・・① 

 また， ( ) ( )( )axaxaxxf -+=-=¢ 22 より， ( )xf の増減は次表のようになる。 

  ( )
( ) -¯

+-+¢
-

3

3
40

00

axf

xf
aax 

  ・・・② 

 ①と②および ( )xfy = と ( )xfy -= は x軸に関して対称であることから， 

 ( )xfy = のグラフは次図実線のようになる。 

 

x

y

O a - a 2a 

4
3a

3  

- 4
3a

3  

y = f x( )| | 

y = f x( )  
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(2) 

ax 2< において ( ) 3

3
4 axf = となる x座標を求めると， 

①より， ( ) 3

3
4 axf =-  すなわち 3323

3
4

3
2

3
1 aaxax =++-  

両辺に 3 を掛け，整理すると， 023 323 =+- axax より， ( ) ( ) 022 =+- axax  ax =\  

ゆえに， ( )xfy = は点 ÷
ø
ö

ç
è
æ- 3

3
4,2 aa を通る。 ・・・③ 

また，①において， ( )pf -- と ( )pf の大小を比較すると， 

( ) 323323

3
2

3
1

3
2

3
1 apapapappf +-=÷

ø
ö

ç
è
æ -+--=-- ， ( ) 323

3
2

3
1 apappf --= より， 

( ) ( )pfpf >--  ・・・④ 

③と④を考慮することにより， ( )xf の最大値は以下のように場合分けし，求められる。 

a<1 のとき 

 ( )xf は 1=x で最大値 ( ) ( )
3
1

3
211 23 -+== aaff をとる。 

 

x

y

O a - a 2a 

4
3a

3  

- 2a 

2
3a

3 + a2 - 1
3 

1 - 1 
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aa -£-<- 12  すなわち 1
2
1

£< a のとき 

 ( )xf は ax = で最大値 ( ) ( ) 3

3
4 aafaf =-= をとる。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O a - a 2a 

4
3a

3  

- 2a 1 - 1 
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a21 -£-  すなわち 
2
10 £< a のとき 

  ( ) 3

3
41 af ³- かつ，④より， ( ) ( )11 ff >-- だから， 

 ( )xf は 1-=x で最大値 ( ) ( )
3
1

3
211 23 +-=--=- aaff をとる。 

 
 

以上より，最大値は 

2
10 £< a のとき

3
1

3
2 23 +- aa  

  1
2
1

£< a のとき 3

3
4 a  

a<1 のとき
3
1

3
2 23 -+ aa  

x

y

O a - a 2a - 2a 1 - 1 

2
3a

3 - a2 + 1
3 
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295 

 uyx =+ ， vxy = とおくと，実数 yx, は 02 =+- vutt の解である。 

これと， vuD 42 -= より， 042 ³- vu  
4

2uv £\  ・・・① 

 また， 622 =++ yxyx より， 62 =- vu  すなわち vu =- 62  ・・・② 

 よって，①，②より，
4

6
2

2 uu £-  82 £\u  2222 ££-\ u  ・・・③ 

 
( ) ( )

uuvu

yxyxyxxyyxyxyxxyyx

+-=

+++-+=++---+
2

22222 2

　　　　　　　　　　　　　　
 

 ここで，②を用いて vを消去し，整理することにより， 

uuuyxyxyxxyyx 52 232222 --=++---+  

これと③より， uuu 523 -- のとる値の範囲を 2222 ££- u において調べればよい。 
( ) uuuuf 523 --= とおくと， ( ) ( )( )531523 2 -+=--=¢ uuuuuf より， 

2222 ££- u における ( )uf の増減は次表のようになる。 

( )
( ) 268

27
1753268

00

22
3
5122

+--¯--

+-+¢

--

uf

uf

u 

 

 また， 

( ) 0721126112683 >-=-=+-- より， 2683 +->  

 ( ) 026
27
41268

27
175

>+=---- より，
27

175268 -<--  

 よって， 2222 ££- u において ( ) 3268 ££-- uf  

 すなわち 32268 2222 £++---+£-- yxyxyxxyyx  

296 

(1) 

解法 1 

 点 Q を中心とする円の半径を 0 から大きくしていくと，ある半径のとき初めてその円と

放物線 1C が共有点をもつ，すなわち接する。このときの接点を 'P ( )( )tft, とすると，円の

半径すなわち点 'P と点 Q の距離が P と点 Q の距離の最小値となる。 
 また，点 'P における 1C の接線は 1C と円の共通接線であり，円と接線の関係から， 

 接線とQP' のなす角は °90 ，すなわち，それら 2 つのベクトルの内積は 0 である。 

 そこで，その内積から tと aの関係式を求めると， 

'P ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,

2tt における 1C の接線の傾きは，
2
xy =¢ より，

2
t  
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 よって，そのベクトルは ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
t
2

と表せる。 

 また，

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

-

=
2

44

2

QP' 22 at

at

より， 0
2

44

2
2 22 =

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

-

×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
at

at

t
 

 よって， ( ) 02
44

22
22

=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--+-

attat  

 これを展開し， tについて整理すると， ( ){ } 01616
4
1 23 =--+ atat より， 

( )( ) 016
4
1 2 =++- attat  ・・・① 

 また， 0162 =++ att の判別式をDとすると， 642 -= aD  
 そこで， 0,0,0 >=< DDD の 3 つの場合に分けて， Q'P の値すなわち P と点 Q の距離の

最小値を求めることにする。 

 (i) 0<D すなわち 80 << a のとき 

  ①式の実数解は at =  

  よって， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,'P

2aa より， ( ) 4
4

2
4

2QP' 2
222

2 +=
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-= aaaaa  ・・・② 

(ii) 0=D すなわち 8=a のとき 

 Q の座標は ( )14,16 で第 1 象限の
4

2xy < の領域に属するから，点 Q を中心とする円の半

径を大きくしていくと 1C 上の第 1 象限の部分ではじめて接する。 

 一方，①に 8=a を代入し整理すると ( )( ) 048
4
1 2 =+- tt より， 

 点 Q を中心とする円と 1C との接点は ( )16,8 と ( )4,4- である。 

 このうち， ( )16,8 が第 1 象限の点であることから， 'P の座標は ( )16,8 である。 

 これは，(i)の ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,'P

2aa で 8=a とした場合だから，②に含まれる。 

(iii) 0>D すなわち 8>a のとき 

 ①において， 0162 =++ att は異なる 2 実数解をもつから，解を ba , ( )ba < とすると， 

 考えられる 'P の座標は ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,,

4
,,

4
,

222 bbaaaa  

ここで， 0162 =++ att の解と係数の関係より， 016,0 >=<-=+ abba a  
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よって， 0<< ba となり， 1C 上の点 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,,

4
,

22 bbaa は第 2 象限に属する。 

一方， 8>a より， 1C 上の点 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,

2aa は第 1 象限に属する。 

また，点 Q ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- 2

4
,2

2aa は，
( )

4
22

4
0

22 aa
<-< より，第 1 象限の

4

2xy < の領域に属する。 

よって，点 Q を中心とする円がはじめて 1C と接する点は ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,

2aa である。 

ゆえに， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,'P

2aa であり，これより， 4QP' 2 += a  

 (i)～(iii)より，P と点 Q の距離の最小値は 42 +a である。 

 参考図 

 

 
 

 

 

 

 

x

y

O

Q

P'
2a 

a2

4 - 2 

a 

a2

4  

0 < a < 8 
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x

y

O

Q

P'

16 

14 

8 

16 

- 4 

a = 8 

x

y

Q

P'

O 2a 

a2

4 - 2 

a 

a2

4  

a > 8 

α β
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解法 2 

 P ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

4
,

2tt ， ( )tf=2PQ とおくと， ( ) ( )
222

2 2
44

2 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+-=

atattf より， 

 

( ) ( )

( ){ }
( )( )16

4
1

1616
4
1

2
442

242

2
44

2
44

222

2

23

22

2222

++-=

--+=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-×+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-

¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+-=¢

attat

atat

attat

atatattf

　　　

　　　

　　　
 

 0162 =++ tat の判別式をDとすると， 642 -= aD  
 (i) 0<D すなわち 80 << a のとき 

  ( ) ( )( )16
4
1 2 ++-=¢ attattf において， ( ) 0=¢ tf の解は at =  

これと， 0162 >++ att より， ( )tf の増減は次表のようになる。 

   ( )
( ) ( ) ¯

+-¢

aftf
tf

at
0



 

  よって， ( )tf の最小値は ( ) 42 += aaf  

(ii) 0=D すなわち 8=a のとき 

  ( ) ( )( )248
4
1

+-=¢ tttf より， ( )tf の増減は次表のようになる。 

   ( )
( ) ( ) ( ) ¯-¯

+--¢
-

84
00
84

fftf
tf
t 

 

  よって， ( ) ( )
22

2 14
4

16 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+-=

tttf の最小値は ( ) 688 =f  

  また，これは ( ) 42 += aaf に 8=a を代入した値と等しい。 

(iii) 0>D すなわち 8>a のとき 

 0162 =++ att は異なる 2 実数解をもつから，解を ba , ( )ba < とすると， 
解と係数の関係より， 016,0 >=<-=+ abba a より， 0<< ba  

よって， a<<< 0ba より， ( )tf の増減は次表のようになる。 
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   ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ¯¯

+-+-¢

affftf
tf

at

ba

ba
000



 

  よって，最小値は ( )af または ( )af である。 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 42

42
44

2

22

2
222

2

---³

+-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+-=-

aa

aaaaff

a

aaa

　　　　　　

 

  ここで， 0<a かつ 0>a より， ( ) ( ) 222 422 aaa =>-a  

  よって， ( ) ( ) 4344 222 -=+->- aaaaff a  

  これと， 8>a より， ( ) ( ) 043 2 >->- aaff a  
  よって， ( ) ( )afaf <  

ゆえに， ( )tf の最小値は ( ) 42 += aaf  

(i)～(iii)より， ( )tf の最小値は ( ) 42 += aaf  

 よって，P と点 Q の距離の最小値は ( ) 42 += aaf   

(2) 

(1)の解法 1 の流れで解くと 

 (1)より， ( ) 42
4

2 2
22

2 +=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+- aayax は 1C と接する。 

42 22 +³ aa すなわち 2³a のとき 

 2C の半径が 42 +a 以上だから， 1C と 2C は共有点をもつ。 

したがって，P と R が同じ共有点に位置するとき，すなわち同一座標のとき， 

P と R の距離は最小値 0 をとる。 

 42 22 +£ aa すなわち 20 << a のとき 

  ( ) 42
4

2 2
22

2 +=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-+- aayax と 1C の接点が P，R が線分 PQ と 2C の交点のとき， 

P と R の距離は最小値 aa 242 -+ をとる。 
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297 

(1) 

 ( ) ( )( )axaxaxxf -+=-=¢ 333 2 より， ( )xf の増減は次表のようになる。 

  ( )
( ) ¯

+-+¢
-

極小極大xf
xf

aax
00



 

 よって，極小値 ( ) baaaf +-= 2 ，極大値 ( ) baaaf +=- 2  

(2) 

 ( )( )tft, と ( )( )tft -- , の中点は
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0,0,0

2
,

2
fbtftftt

==÷
ø
ö

ç
è
æ -+-+

である。 

よって， ( )xfy = は点 ( )( )0,0 f に関して対称である。 

 これと ( ) 00 ³= bf より， 

 ( )xf が単調増加するとき，すなわち 0£a のとき 

( ) ( )tftf £- ( )0>t より， ( ) ( ) 1311 ++-=== baffM  

 ( )xf が極値をもつとき，すなわち 0>a のとき 

  a<1 のとき，すなわち 1>a のとき 
   ( ) ( )tftf ³- ( )0>t より， ( ) ( ) 1311 -+=-=-= baffM  

  1£a のとき 

   at > において ( ) ( )tftf £- （等号は 0=b のとき成立） 

そこで， baabaxx +=+- 233 ( )ax -¹ の解を求めると， 

( ) ( ) 02
2

=-+ axax より， ax 2=  

   よって， 

   aa 21<£ のときすなわち 1
4
1

£< a のとき： ( ) ( ) baaafafM +=-=-= 2  

   12 £a すなわち
4
10 £< a のとき： ( ) ( ) 1311 ++-=== baffM  

 以上より， 

 
4
1

£a のとき： 13 ++-= baM  

 1
4
1

£< a のとき： baaM += 2  

 1>a のとき： 13 -+= baM  
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参考図 

 

 

 

x

y

O 1 - 1 

y = f x( )  

y = f x( )| | 

b 

- 3a + b + 1 

a ≤ 0 

x

y

O
1 - 1 

y = f x( )  

y = f x( )| | 

b 

3a + b - 1 

a > 1 

a√  - a√  
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x

y

O 1 - 1 

y = f x( )  

y = f x( )| | 

b 

1
4 < a ≤ 1 

a√  - a√  

2a a√ + b 

x

y

O 1 - 1 

y = f x( )  

y = f x( )| | 

b 

- 3a + b + 1 

0 < a ≤ 1
4 

a√  - a√  
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(3) 

 0³b のとき 

   
4
1

£a のとき 

13 ++-= baM より，
4
1

+³ bM  

   1
4
1

£< a のとき 

baaM += 2 より， 2
4
1

+£<+ bMb  

   1>a のとき 

13 -+= baM より， 2+> bM  

   よって，
4
1

4
1
³+³ bM  

0<b のとき，(2)と同様にして， 

  
4
1

£a のとき 

   ( ) ( ) 1311 +--=--=-= baffM より，
4
1

+-³ bM  ・・・① 

   1
4
1

£< a のとき 

    ( ) ( ) baaafafM -=-== 2 より， 2
4
1

+-£<+- bMb  

   1>a のとき 
    ( ) ( ) 1311 --=-== baffM より， 2+-> bM  

   よって，
4
1

4
1
³+-³ bM  ・・・② 

 ①，②より，
4
1

³M  
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補足 

  ( ) baxxxfy +-== 33 上の点 ( )YX , を y軸に関して対称移動した点を ( )yx, とすると， 

  ( ) ( )YXyx ,, -= より， ( ) ( )xyYX -= ,,  

  これと， ( )XfY = より， ( ) baxxbaxxxfy --=++-=-= 33 33  

  よって， baxxy +-= 33 と y軸に関して対称なグラフは baxxy --= 33 である。 

  一方， ( )baxxbaxxy -+-=--= 33 33 より， 

baxxy +-= 33 と baxxy --= 33 は ( )xfy = のbの符号が異なる。 

  したがって， ( )xfy = のbの符号を入れ替えたグラフは y軸に関して対称である。 

  よって， 0<b のときと 0³b のときでM のとりうる値の範囲は同じである。 

参考図 

 

x

y

O 1 - 1 

b 

a ≤ 0 

y = x3 - 3ax + b| | 
y = x3 - 3ax - b| | 
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x

y

O 1 - 1 

b 

a > 1 

x

y

O 1 - 1 

b 

1
4 < a ≤ 1 
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x

y

O 1 - 1 

b 

0 < a ≤ 1
4 


